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Matrices diagonales

d22 i
Nous nous plagons dans Bfou C*, avec . Les éléments de Eou

LCsont les scalaires. Toutes les matrices considérées sont des
matrices carrées a dlignes et dcolonnes. Les vecteurs sont identifiés
a des matrices a dlignes et 1colonne.

A = (eig)ig=1,. 4
Une matrice est diagonale si tous ses coefficients en

dehors de la diagonale sont nuls.

Vi#i, “'Ed=u'
Elle est donc de la forme :
f A 0 .. - . LU
0 A - :
A= - .
: e Ag—r 0
| R | D PR

Pour comprendre le role des coefficients diagonaux, supposons tout
d'abord qu'ils sont tous égaux a A. Dans ce cas, Aest proportionnelle



a la matrice identité : A = AI'. Pour tout vecteur zde E#, la vecteur
Azest proportionnel a =z : Az = Az. Multiplier le vecteur zpar la
matrice Arevient a le multiplier par le facteur A. Géométriquement,
c'est effectuer une homothétie de rapport A. Supposons maintenant
que les coefficients diagonaux soient quelconques. Considérons une

{'Eh www !'Ei} . . Jf
base de E¢, et examinons I'endomorphisme ~ de E#, de

matrice Adans cette base. Dire que Aest diagonale, c'est dire que
. e; Aeq o
I'image du vecteur de la base est . Si on restreint ~ a la direction
e f » Moo e

, est une homothétie de rapport  (voir figure ci-apres). Si zest un

L 2y .
vecteur quelconque de EB#, xs'écrit . Son image par ~ est:

L] d
f(®) =2 mife) =) mMei -

)

M

fe ¥

Endomorphisme du plan, de matrice diagonale. Les coefficients
diagonaux sont 2 et -1.

Les matrices diagonales sont particulierement simples a manipuler.
Voici les propriétés principales :

eLe déterminant d'une matrice diagonale est le produit des
coefficients diagonaux.

Det(A) = Ay... Ag -



e Multiplier & gauche par une matrice diagonale revient a multiplier la 4

o Mo B=(by) .
-ieme ligne par ~ : si est une matrice quelconque, alors

AB = (A byglug=1,...a -

e Multiplier a droite par une matrice diagonale revient a multiplier la

. Ao B={gy) .
ieme colonne par ~ :si est une matrice quelconque, alors

BA = (bug Aig=,..d -

eLe produit de deux matrices diagonales est une matrice diagonale.

A 0 ... 0

w0 .0 Mg 0 ... D
0 o il oo i 0 e e
e O : o e D
0 ... 0 A 0 ... 0 pa 0 ... 0 Aepa
sSi tous les coefficients diagonaux sont non nuls, la matrice est
inversible :
M0 o0\ fE 0 0
0o o i | _|o o :
: P | : S
0 ... 0 XN 0 ... 0

eLa puissance n-ieme d'une matrice diagonale est :

M 0 ... 00\" X0

0
0 _| o '
: 0 SR
0 ... 0 X 0 ... 0 Az

Voici deux systémes linéaires d'équations.



g +z = 1 T = 0
@)~ +Hw 32 = 0 @) -v =
gﬂl —g./p +%z = =] 2z = 0
Voici deux systemes linéaires d'équations de récurrence.
T U (a1 = Uy
@4 . = —3t +3ts —Fwx (@] wn = -
[ Wapn = Jtn —30 -+ | a1 = D,
Voici deux systémes linéaires d'équations différentielles.
[ #(t) = p(®) +2(f) () = =z@)
(6§ &) = —z=t) +qp(®) -z=t] (D] /) = —p(t)
| #0) = =) —qu() +3e(8) L #() =

Les trois problémes, de natures trés différentes, ont en commun leur
écriture matricielle, avec les deux matrices suivantes.

0 1 1 1 0 0
A=| =} 3 -2 p=|0-1 o
ER 0 o 2

Tous les problemes linéaires sont plus faciles a résoudre quand la
matrice est diagonale !

Il se trouve que les deux matrices Aet Dsont semblables, c'est a dire
qu'elles représentent le méme endomorphisme dans deux bases
différentes, ou encore, il existe une matrice de passage Ptelle que

22(t)

r

PlAP=D.
I o7 1 0 1 1\ /f1-1 0 1 0 0
-3 & 3 ||-L 2-t]||l1 0 1 0 -1 0
A-i 5 =3/ \ 3-3 t/)\o 11/ o o0 2
P! A P D

Définition 12.1.1 Une matrice Aest dite diagonalisable si elle est
semblable a une matrice diagonale.

L'objectif de ce chapitre est d'apprendre a diagonaliser une matrice,
quand c'est possible.



Définition 12.1.2 Diagonaliser une matrice A, c'est trouver une
matrice de passage Pet une matrice diagonale Dtelles que :

PlAP=—D e A=PDP.

Pour illustrer I'intérét de la diagonalisation, prenons I'exemple d'un

Hq]_ = A (1

systeme d'équations de récurrence linéaire, du type ou

Ua , . . :
désigne un vecteur dont on souhaite connaitre I'expression en

fonction de =. Du point de vue théorique, il n'y a pas de probléme :
Uo=A"0h.

Mais cela n'avance a rien si on ne sait pas calculer formellement
I'expression de 4®en fonction de n. C'est possible si Aest
diagonalisable. En effet, si A = PDP™! ;

A" = PDP'PDP™)...PDP ' = PDPP!

Ecrire D®est immédiat. On en déduit I'expression générale de A*,

U
doncde . Dans I'exemple ci-dessus, on trouve :
S TR N o ) ST R s S T |
=tz -t g+

_ > 1 > 1 > 1
A= =3 ta g T3 7 T3
_EN e G0 L m

2 2 2 ) 2 2

Nous étudierons une méthode analogue pour la résolution des
systemes linéaires d'équations difféerentielles au chapitre Equations
différentielles.

Les problemes linéaires que I'on rencontre en pratique sont souvent
de tres grandes dimensions (parfois des milliers). Nous nous

limiterons dans nos calculs aux dimensions 2et 3. Le calcul formel

d'une diagonalisation n'est possible que jusqu'a la dimension 4
puisqu'il implique de trouver les racines d'un polynébme dont le degré

: : , : . ., <4
est la dimension (seules les équations polynomiales de degré sont
résolubles par radicaux). En grande dimension, il existe des méthodes
numeriques pour calculer des diagonalisations approchées.




Valeurs propres et vecteurs propres

Si Aet Dsont deux matrices telles que P~14AP = B, alors AP = PD.
Mais si Dest une matrice diagonale, multiplier Pa droite par Drevient
a multiplier les vecteurs colonnes de Fpar les coefficients diagonaux

Vi Ay
de D. Notons le i-ieme vecteur colonne de la matrice Fet le i-

i=1y0..,d
ieme coefficient diagonal de . Pour tout 7 on doit avoir :

AV =NV &= (A- XNV =0,

Vi
en notant 7la matrice identité de dimension d. On ditque estun

s AE
vecteur propre de Aassocié a la valeur propre

Définition 12.2.1 On dit que V est un vecteur propre de Aassocié a
la valeur propre Asi Vest un vecteur non nul et :

AV =)V & [A- ANV =0.

Observons que Ane peut étre une valeur propre de 4que sile

_[A=Aany =0 . . .
systeme a une solution non nulle. Voici 2 manieres
equivalentes de I'exprimer (cf. Chapitre "Calcul matriciel").
Proposition 12.2.2 Un scalaire Aest valeur propre de la matrice Asi
et seulement si l'une des conditions équivalentes suivantes est
vérifiée.

A—AI
1. Le rang de la matrice est strictement inférieur a d.

, . . A=Al
2. Le déterminant de la matrice est nul :

Det(A— M) =0.

Si Aest une valeur propre, I'ensemble des vecteurs Vtels que
(A—ANV =0

, est un sous-espace vectoriel. Par définition, il contient
le vecteur nul, et tous les vecteurs propres de Aassociés a A. On
I'appelle le " sous-espace propre" associé a A. Remarquons qu'un
méme vecteur propre ne peut étre associé qu'a une seule valeur
propre. Par conséquent, deux sous-espaces propres associés a deux
valeurs propres distinctes ont une intersection réduite au vecteur nul.



Si une matrice Aest diagonalisable ( P~14AP = D), alors les vecteurs
colonnes de la matrice de passage Fsont des vecteurs propres de A.
Mais pour étre une matrice de passage, Pdoit étre inversible, c'est a
dire que ses dvecteurs colonnes doivent former une base. La
condition nécessaire et suffisante pour qu'une matrice soit
diagonalisable est donc qu'elle admette dvecteurs propres formant
une base.

Théoreme 12.2.3 Une matrice Aest diagonalisable si et seulement
si elle admet dvecteurs propres linéairement indépendants.

Le résultat théorique le plus important concernant les vecteurs propres
est le suivant.

_ Vieon s Vi L,
Théoreme 12.2.4 Soient """ des vecteurs propres associés

_ . Al ees 3 AB o
reSpeCtlvement a des valeurs propres ’ , toutes distinctes.

| {Vis-.- Vi o
Alors la famille de vecteurs est une famille libre.

Démonstration : Nous allons montrer par récurrence sur kque :

E
Y aVi=0=e=0,¥i=1,.. k.
f=1

C'est vrai pour k=1, puisque par définition un vecteur propre est

k=1
nécessairement non nul. Supposons la propriété vraie a l'ordre

: ALy ees - .
Soient "7 T des valeurs propres distinctes deux a deux et
I‘!l.! LR ] Vt .,
des vecteurs propres associés. Supposons :
] =1
Y aVi=0e= ) oV =—mli -
=L =1

En multipliant & gauche par la matrice A, on obtient :

k=1

> Vi = —omaVi -

=1

Mais on a aussi :



E-1

Y wmVi= —oraVe .

=1

Soit en soustrayant les deux équations :
k-1
o= MV =0.

fmml

k-1
D'apres I'hnypothése de réecurrence a l'ordre , Ceci entraine que

i=1,..., k-1 og(l=X)=0 o =0 .
pour tout , , donc , puisque

At A =0

. , . o Vi L .
. Mais alors nécessairement est nul, donc puisque

Vi
le vecteur propre  est non nul. ]

Ce théoreme a deux conséquences pratiques importantes, qui sont
rassemblées dans le corollaire suivant.

Corollaire 12.2.5

i xd
1. Une matrice de taille admet au plus dvaleurs propres
distinctes.

dxd
2. Siune matrice Ade taille admet dvaleurs propres
distinctes, alors elle est diagonalisable.

Démonstration : Dans un espace de dimension d, une famille libre
comporte au plus dvecteurs, il ne peut donc pas y avoir plus de
vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes. Si on a d
valeurs propres distinctes, alors une famille de vecteurs propres dont
chacun est associé a une des valeurs propres est nécessairement
libre d'aprés le theoreme précédent. Comme elle comporte dvecteurs,
c'est une base.



Polynbme caractéristique

Rappelons qu'un scalaire Aest valeur propre si et seulement si le
A— Ml

déterminant de la matrice est nul. On commencera donc par

calculer ce déterminant, appelé polyndme caractéristique.

Définition 12.3.1 On appelle polynbme caractéristique de la matrice

Ale polynbme en A :

(-2 @2 .. @1
ka1 {ﬂﬂ,ﬂ - Jb.} ..

Pa(R) =det(A— M) = ’

Gr—1m

.1 .. 1 {"EUTE_A}

Le polynébme caractéristique est un polynéme de degré den A, dont

les coefficients dépendent des ﬁ”.

Pa(d) = (1A% + (1) (AN 4+ -+ det{4)

Cependant, on n'a pas intérét a le développer. En effet le but est de
trouver ses racines, qui sont les valeurs propres. On cherchera donc

A s _ Fa(d)
plutbt a factoriser

Si on travaille dans R, il peut se faire que le polyndbme n'ait pas que

des racines réelles, auquel cas la matrice ne sera pas diagonalisable

dans B. Dans C, par contre, tout polynbme est scindé, c'est a dire

qu'il admet dracines, si on les compte avec leur multiplicité. Nous
. . Pa(2) ey .

supposerons désormais que est scinde, et qu'il admet pour

. TETERT. o oy,
racines , de multiplicités respectives . comme le

R ] d+---tdy
polyndme est de degré d, la somme vaut d. On peut

écrire ;

Pa(A) = (A= X) --- (A — A)™ .



La seconde étape d'une diagonalisation est la détermination des sous-

9 Ai
espaces propres associes aux valeurs propres . Pour chaque valeur
.hi
propre , on cherche l'ensemble des solutions du systeme

(A=W =0 .
. On trouve comme ensemble de solutions un sous-

: _ Ay
espace vectoriel : le sous-espace propre associé a . On démontre,
et nous admettrons, que sa dimension est nécessairement inférieure

ou égale a la multiplicité  de la valeur propre.

i=1,... .k
Théoreme 12.3.2 Pour tout , le sous-espace propre

s A . L . .
associé a la valeur propre  a une dimension inférieure ou égale a la

multiplicité de  dans le polynbme caractéristique.

. . . . : i=1,...k
La matrice Aest diagonalisable si et seulement si pour tout

.Ai
, le sous-espace propre associé a la valeur propre a pour dimension

la multiplicité de

Observons que si  est valeur propre, il existe nécessairement un
vecteur propre non nul associé a , par définition. Donc la dimension

: Ay :
du sous-espace propre associé a est au moins 1. Le cas le plus

simple est celui des valeurs propres de multiplicité 1. Dans ce cas la
> <
dimension du sous-espace propre est a la fois — 1et =1 . elle vaut
nécessairement 1. Il suffit alors de trouver un vecteur propre : tous les
autres seront proportionnels a celui-ci). On peut pour cela, soit
A-Md=0
résoudre le systeme , soit utiliser la "méthode des
cofacteurs"”, conséquence de la proposition ci-dessous.

Proposition 12.3.3 Soit Aune valeur propre de A, de multiplicité 1.
A= AI
Considérons une ligne de , choisie de fagon que la matrice
d-1
formée des autres lignes soit de rang . Le vecteur formé des



. : d-1 . :
cofacteurs associes a cette ligne (les déterminants extraits en
barrant la ligne choisie et une colonne, avec alternance de signe) est

un vecteur propre de Aassocié a A.

Nous verrons plus loin des exemples d'utilisation de cette méthode, a
utiliser surtout en dimensions 2et 3.

+ - 4+ -
- + - +
+ - 4+ -
- 4+ - 4+
Alternance de signes pour le calcul des cofacteurs.

Comme nous l'avons vu, certaines matrices ne sont diagonalisables
que dans €, car leur polynbme caractéristique n'est pas scindé dans
R. D'autres ont un polynéme caractéristique scindé dans Emais elles
ont des valeurs propres multiples et la dimension des sous-espaces
propres n'est pas égale a la multiplicité. A part le cas ou toutes les
valeurs propres sont distinctes, il existe un cas particulier important de
matrice diagonalisable, celui des matrices réelles symeétriques. Nous
admettrons le théoreme suivant.

. A= (aig)ig=t,.a . »
Théoreme 12.3.4 Soit une matrice symétrique (telle

g =@, Vi, =1,....,d
gue d = Hi» V6 ). Toutes les valeurs propres de Asont

réelles, Aest diagonalisable et on peut choisir comme base de
vecteurs propres une base telle que la matrice de passage PVvérifie
P~1 =*P(une telle base est dite orthonormée).

Le fait d'avoir une base orthornormée permet d'écrire l'inverse de la
matrice de passage sans calcul supplémentaire (car P~ =*P). En
revanche, transformer une base de vecteurs propres que I'on a obtenu
par la méthode générale en une base orthonormée, requiert un calcul
supplémentaire. Pour le calcul par ordinateur, il existe des algorithmes
particuliers adaptés aux matrices symétriques.



Exemples

Nous détaillons d'abord I'exemple suivant, donné en introduction.

: 5 1 0 1 1\ /1 -1 o 1 0 0
-3 3 3 R N 1 0 1 0 -1 0
At 55/ N g3 4/ \o 1-1) 7 \o o0 2
p! A P D
Commencons par écrire la matrice A=A :
—A 1 1
a-a=| -} -2 -}
R

Il faut ensuite calculer son déterminant. Il serait maladroit d'utiliser la
regle de Sarrus pour développer le déterminant et le factoriser
ensuite. Il vaut mieux le factoriser en faisant apparaitre des zéros par
combinaison de lignes et de colonnes. Ajoutons d'abord la seconde
colonne a la premiere :

=A 1 1 1=2 1 1
PiN=|-3 3-x -jleaca+a|1-x }-2 -}
I - 0 -} i-A
=X .
On peut alors factoriser dans la premiére colonne :
1 1 1
PaM)=@1-X)|1 3-2 —3
0 -2 i-2

Soustrayons ensuite la premiére ligne a la seconde :



1 1 1
PaM)=(1-2)|1 §-2 -3}
0 -2 1)

En développant selon la premiere colonne, il reste un déterminant
d'ordre 2qui est facile a factoriser.

13 -3
2 2 . .
Pa(N) = (1-2) o I=a-n(E- - @) = - N-1- 2@ -
= 1
Les valeurs propres de Asont donc 1, et 2. Comme elles sont
distinctes, il suffit de trouver un vecteur propre pour chacune.

Commencons par la valeur propre 1.

-1 1 1
A-1=| -4} -4
a 3 _1
a — 3 "3
A= . .
Observons que la matrice est bien de rang 2, comme prévu : la

somme des trois lignes est nulle et les deux premiéres lignes sont
indépendantes. Nous allons calculer les cofacteurs associés a la
troisieme ligne. lls valent (attention a I'alternance de signe) :

1 1 -1 1 -1 1
Ci=+ T 1 ==1,Ca=~= 1 1 ==1,Ci=+ 11 =0.
7 T3 7 "2 2 7
. t{—l,—l,ﬂ}
Tous les vecteurs non nuls, proportionnels au vecteur sont

vecteurs propres de A, associés a la valeur propre 1. Il est conseillé
de choisir le plus simple, ici :



1
Vi=]| 1
0

Le choix de la troisieme ligne, pour calculer les cofacteurs, est
arbitraire. 1l suffit que les deux lignes qui restent ne soient pas
proportionnelles (car tous les cofacteurs seraient nuls). Voici par
exemple les cofacteurs associés a la deuxieme ligne.

-1 1 -1 1

==1, 0=~ ={.

-1 a _3
2 2 2 2

On pourra trouver un vecteur différent, mais il sera forcément

proportionnel a celui qu'on trouve avec une autre ligne. Cela ne

change rien au choix du vecteur propre. Passons maintenant a la
-1

valeur propre

=i
=

A=-(-1j=

ik &, =
]
EERE S —

_1
b
a —
2

Les cofacteurs associés a la troisieme ligne sont :

1 1 1 1 11
G=+|_  |=-%.G=-| _|=0,G=4| _|=3.
2 2 2 2 2 2

Ici encore, nous choisirons un vecteur plus simple, proportionnel au
vecteur des cofacteurs.

-1
Vg = 0

1
Voici le calcul pour la valeur propre 2 :



I

[ 3]
[y
[y

1 _1
2 2
4 _3 _3
2 2 2
Les cofacteurs associés a la troisieme ligne sont :

1 1 -2 1 -2

[y

Ci=+ =0, Ca=—

-1 _1 =1 _1 -1 _1

2 2 2 2 2 2
Nous choisirons un vecteur plus simple, proportionnel au vecteur des
cofacteurs.

La matrice de passage Psera constituée en juxtaposant les trois

Vl: FE: Fﬂ
vecteurs (en colonnes).

1 -1 0
P=|1 0 1
¢ 1 -1

La matrice diagonale Ma pour coefficients diagonaux les trois valeurs
propres (attention : I'ordre des valeurs propres et des vecteurs propres
doit étre le méme).

Il reste a calculer P~1si on veut utiliser la diagonalisation sous la
forme A= PDP-1. Observons que la diagonalisation trouvée est loin
d'étre unique. On peut choisir un ordre différent pour les valeurs
propres, et pour chaque valeur propre, n'importe quel vecteur non nul

B2 | £



proportionnel a celui qui a été trouvé. On pourra vérifier par exemple,
pour la méme matrice Aque les matrices Pet Dci-dessous vérifient
également P~1AP = D

0 -1 3 $ 0 0
P= 2 -1 0 D=10 1 0
-2 0 =3 0 0o =1

Nous donnons ci-dessous sans le détailler un exemple du méme type,
gu'il est conseillé de traiter pour bien comprendre la méthode.

=

i ~a 0 1 0y /1 1 1 1 0 0
11 1
I 0 0 1|11 2 0 -1 0
\-1 0 +/\2 1 2/\1 1 4/ " \o o 2
p1 P D

Dans I'exemple ci-dessous, la matrice Aest symétrique. Pour le choix
des vecteurs propres, nous avons fait en sorte que P~1=*tpP,

1 1 _1 L 1 1
Vi A 1 -10 5 A 7 000
2 0 ||l 21 X 0 -2 010
1 2 1 1 1 , 1 =
NV TV T/ ¢ 11 -A A 7 003
p- A P D

Voici un exemple en dimension 2, ou les valeurs propres sont des
nombres complexes. La matrice Aest la matrice de la rotation

T

vectorielle d'angle * dans le plan.

(% %)(o —1)(11) (i o)
1 i .. = .
AT TI/ R1 0 —i 0 —i

.ﬁ‘ f

" % # %,
- -

P! A j 2 D




Voici maintenant un exemple ou la valeur propre 1est double. La
méthode des cofacteurs ne s'applique pas pour trouver les vecteurs

(A-DNX =0
propres correspondants : il faut résoudre le systeme , et
choisir deux vecteurs non proportionnels (les plus simples possibles)
parmi les solutions.

0 1 0 0 0 1 0o 1 1 1 0 0
3 0 3 0 1 0 1 0 0 0 1 0
i 0 - 1 0 0 0 1 -1/ \No o0 =1
—e— a - - ~ -
P! A P 2]

Le lecteur pourra vérifier que les deux matrices suivantes, qui ont une
valeur propre double, ne sont pas diagonalisables.

1 1 0
1 2
A= A=| -1 0 -1
-2 -3
0 -1 1
Voici pour finir quelques systemes d'équations de récurrence, du type
Uppr = AU, Y . . U =Ah
. Pour déterminer l'expression explicite de ,

PD*P-1T7,
faut diagonaliser la matrice A, et calculer I'expression :

Unp1 = Fti + 30
, #=0,9=1.

Uni1 = Jths + 00
Byl = =D, + 68,
y tp=1,mp=2.
oy = =3t + 40,
Ungt = =3thy + 0
" 1 y Bp=2,m=1.
Untl = Fip — 3%

Uppl = Uy = Wy
{ , p=1,mp=1.

Ul = Uy + ¥



, #p=1,9=1.

[ Ul = Uy — Uy
| Ul = —thy + Uy

y =1, u=2.




lllustration par MuPad

En MuPad, on construit des matrices a l'aide du constructeur
Dom::Matrix(). La somme et le produit matriciel sont notés
naturellement par les symboles + et =. Des fonctions permettant
d'effectuer de nombreuses manipulations sur les matrices figurent
dans le module d'algébre linéaire 1inalg, qu'il faut charger par
export(linalg). Voici les fonctions matricielles principales.

Traitement de matrices
transpose | Transposee
det Déterminant
rank Rang
eigenvalues Valeurs propres
eigenvectors \/ecteurs propres
A™N Puissance d'une matrice
exp(A) Exponentielle d'une matrice
matlinsolve 'Résout un systeme linéaire

1/7A Matrice inverse
Voici quelques lignes d'illustration.

/* Charger les fonctions d"algebre lineaire et definir les matrices */

export(linalg);

Matrice:=Dom: :Matrix():

A := Matrice([[O0O,1,1],[-1/2,3/2,-1/2],[3/2,-3/2,1/2]1]);
P := Matrice([[1,-1,0],[1,0,1].[0,1,-1]11);

/* Verifier la diagonalisation */
A*P;

Pinv = 1/P;

Pinv*A*P;

/* Definir le polynome caracteristique */

Id := Matrice([[1,0,0],[0,1,0],[0,0,111);
PA = x->det(A-x*I1d);
PA(2);

factor(PA(X));



/* Calcul direct des valeurs propres */
eigenvalues(A);
/* Calculer des vecteurs propres */

Nul = Matrice([[0],[0]1.[01D);
matlinsolve(A-1d,Nul);
matlinsolve(A+1d,Nul);
matlinsolve(A-2*1d,Nul);

/* Calcul direct de la diagonalisation */
eigenvectors(A);

/* Puissance n-ieme de A */

Dn := Matrice([[1,0,0],[0,(-1)"n,0],[0,0,2™"n]]D);
An = P*Dn*Pinv;

/* Verifications */
subs(An,n=1)-A;

subs(An,n=2)-A*A;
subs(An,n=10)-A"10;



QCM corrigé

Exercice 12.1 Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont
vraies ?

@Toute matrice admet au moins une valeur propre, réelle ou
complexe.

eToute matrice admet une infinité de vecteurs propres, a
coordonnées réelles ou complexes.

_ ) %2 )
eToute matrice réelle admet une valeur propre reelle.
_ , 3x 3 ,
@ Toute matrice réelle admet une valeur propre reelle.

_ 2x2
@Toute matrice réelle admet un vecteur propre a coordonnées
réelles.

_ %3
@ Toute matrice réelle admet un vecteur propre a coordonnees
réelles.
: . dx2 . .
@Si une matrice n'‘est pas diagonalisable dans €, alors elle
admet une seule valeur propre.

@Si une matrice est triangulaire, alors ses valeurs propres sont ses
éléments diagonaux.

@Toute matrice a au moins deux valeurs propres distinctes.
@Deux matrices semblables ont les mémes valeurs propres.

eles valeurs propres du produit de deux matrices sont les produits
des valeurs propres des deux matrices.

@Si un vecteur est vecteur propre pour deux matrices, il est vecteur
propre de leur produit.

elLes valeurs propres d'une matrice et celles de sa transposée sont
les mémes.



alLes vecteurs propres d'une matrice et ceux de sa transposée sont
les mémes.

elLe produit d'une matrice par un de ses vecteurs propres ne peut pas
étre le vecteur nul.

@Si une matrice a toutes ses valeurs propres réelles, alors elle est
diagonalisable.

. . dxd -
@Si une matrice a dvaleurs propres distinctes, alors elle est

diagonalisable.

elLa somme des valeurs propres d'une matrice est égale au produit de
ses éléments diagonaux.

elLe produit des valeurs propres d'une matrice est égal a son
déterminant.

=

elLa matrice de la rotation vectorielle d'angle
valeurs propres réelles.

dans le plan admet des

elLa matrice d'une symétrie vectorielle dans le plan a pour valeurs

+1 -1
propres et

. : v .
@Si wmest vecteur propre d'une matrice, alors est aussi vecteur
propre de cette matrice.

. n . v+w
@Si wet wsont vecteurs propres d'une méme matrice, alors est

toujours vecteur propre de cette matrice.

Exercice 12.2 Soit Aune matrice et Aune de ses valeurs propres.
Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies ?

(A—AN(A+ AD)
@0 est valeur propre de :

Al—-A
@0 et 1sont valeurs propres de

-1 (A-1A+ 1)
=1 ) est valeur propre de :



A—AI d—1

ele rang de la matrice est égal a
_ . (A= Az =0
elL'ensemble des solutions =zdu systeme n'‘est pas
réduit au vecteur nul.
o, Az=hy .

elLe systeme lineaire admet une solution znon nulle, pour

Y
tout .

elLe systeme linéaire Az = Azadmet une solution znon nulle.

A— AT
eLa matrice des cofacteurs de a toutes ses lignes
proportionnelles.
. — Al .
eLa matrice des cofacteurs de ne peut pas étre nulle.

@Si Aest diagonalisable, la dimension du sous-espace propre associé
a Aest égale a la multiplicité de A.

A=A
eLa dimension du noyau de est 1si et seulement si la
multiplicité de Aest 1.

@Si la multiplicité de Aest 1, alors toutes les lignes de la matrice des
cofacteurs appartiennent au sous-espace propre de Aassocié a A.

@Si la multiplicité de Aest 1, alors toutes les lignes de la matrice des
cofacteurs sont des vecteurs propres de Aassociés a A.

A=| -

P i =i

= S | =
) D [

Exercice 12.3 On considere la matrice . Parmi

les affirmations suivantes lesquelles sont vraies ?
@Les colonnes de Asont des vecteurs indépendants.
@ Aadmet O pour valeur propre.

@ Aadmet 2pour valeur propre.



@La somme des valeurs propres de Avaut 2.

@Tout vecteur propre de Aassocié a la valeur propre 0 a sa troisieme
coordonnée nulle.

o A+T
@lLa matrice est de rang 2.
_ A-7T
alLe déterminant de est nul.
1
0
elLe vecteur -1 est vecteur propre de A.
=1
0
oLe vecteur % ~1 Zest vecteur propre de A.
=1
1
ele vecteur 0 est vecteur propre de A.
0
1
ele vecteur 0 est vecteur propre de A.
100
D20
@ Aest semblable a la matrice DooO
100
020
@ 4 est semblable a la matrice D01
00 0
01 0
0 0 25

@ A%est semblable a la matrice



A= -

Exercice 12.4 On considére la matrice
les affirmations suivantes lesquelles sont vraies ?

E=T%0 =] [
oD et
|
= D =

. Parmi

e@lLes colonnes de Asont des vecteurs indépendants.
@ Aadmet O pour valeur propre.

@ Aadmet 1pour valeur propre.

@ An'admet pas d'autre valeur propre que O et 1.

@ Tout vecteur propre de Aassocié a la valeur propre 0 a sa troisieme
coordonnée nulle.

@Tout vecteur propre de Aassocié a la valeur propre 1a sa troisieme
coordonnée nulle.

 A-1I
eLa matrice est de rang 2.

@ lest valeur propre simple de A.

@ Aest diagonalisable.

1
1]
ele vecteur -1 est vecteur propre de A.
000
011
o Aest semblable & la matrice A 0 0 1
000
0D1n

n € N* . ] D01
@Pour tout , A®est semblable a la matrice



A= -

e i [ [

o |l =
D | =

Exercice 12.5 On considére la matrice
les affirmations suivantes lesquelles sont vraies ?

. Parmi

e@lLes colonnes de Asont des vecteurs indépendants.
@ Aadmet O pour valeur propre.

@ Aadmet 1pour valeur propre.

@ An'admet pas d'autre valeur propre que O et 1.

@ Tout vecteur propre de Aassocié a la valeur propre 0 a sa troisieme
coordonnée nulle.

@Tout vecteur propre de Aassocié a la valeur propre 1a sa troisieme
coordonnée nulle.

 A-1I
elLa matrice est de rang 2.

@ lest valeur propre simple.

@ Aest diagonalisable.

-1
0
ele vecteur -1 est vecteur propre de A.
000D
010
o dest semblable a lamatrice \ @ 0 1
n e N
@Pour tout , A" = A

Exercice 12.6 On considére la matrice L1/ parmiles
affirmations suivantes lesquelles sont vraies ?

@Le produit des valeurs propres de Aest 2.



@ Aadmet une valeur propre réelle.

1

£

ale vecteur ( )est vecteur propre de A.

£

1

elLe vecteur ( )est vecteur propre de A.

—i

1

elLe vecteur( )est vecteur propre de A.

@ 26'% est valeur propre de A.

V2T

@ est valeur propre de A.

2% 0 )
elLe carré de Aest semblable a la matrice ( 0 2 )

( -2{ ; )
7 - N . _i
@lLe carré de l'inverse de Aest semblable a la matrice 0 2/,
] = Hyp — tp

() () { —
@Si les suites et sont solution du systeme Uppl = U + U
alors elles sont périodiques, de période 8.

) = By — T

_ _ (L e : \ { =
@Si les suites et sont solution du systeme U1 = Un + U

(vuﬂ"ﬂ}et (o /2"7)

alors les suites sont périodiques, de période ].



